A logikai szita-formula

Kezdjiik egy szokasos kozépiskolai feladattal:

Eqgy osztalyban 37 gyerek tanul. Kozilik angolul 27-en, németil 15-en, mindkét
nyelven 10-en beszélnek. Hdany olyan gyerek van, aki sem angolul, sem németil nem
tud?

A szokasos megoldas, hogy kiszdmoljuk a csak németiil ill. csak angolul beszéls
gyerekek szamat; ez 5 ill. 17. Ezutéan ezeket, valamint a mindkét nyelven beszélé
gyerekek szaméat levonjuk az osztalylétszambol. Azaz az egyik nyelven sem beszél
gyerekek szama 37-5-17-10=5. Persze ezt az eredeti adatokkal is kifejezhettiik volna,
akkor a megoldéas 37-27-15+10=5 alakban ad6dna.

Ugyanezt a kérdést teljes altaldnossagban megoldja a logikai szita-formula.

Legyenek ay, ..., a; adott tulajdonsdgok (pl. a1 az, hogy az illetd beszél-e angolul,
as az, hogy beszél-e németiil, stb.), melyekkel az N kiilonbézé objektum (a példdban az
osztaly tanuloi) rendelkezhetnek. Azt akarjuk kiszdmitani, hogy hdny olyan objektum
van, amely a tulajdonsdgok egyikével sem rendelkezik.

Jelolje N(aj, aj, . .., ay,) azon objektumok szamat, amelyek rendelkeznek az a;, a;, . . . , a,
tulajdonsagokkal (és esetleg még tovabbiakkal is). Ha egy tulajdonsagra vessz6t te-
sziink, az jelentse azt, hogy az illet§ tulajdonsidggal nem rendelkezd objektumokat
szamoljuk. Ennek alapjan célunk N(a,...a;") meghatarozasa. A vélasz pedig
N(ay,...;a;') =N — N(ay) —... — N(ax) + N(ay,as) + N(ay,a3) + ... + N(ag_1,az) —

—N(a1,as,a3) — N(ay, az,as) — ... — N(ag_g, ap_1,ax) = ...+ (=1)*N(ay, ..., az).

[tt az Gsszegzésben éppen annyi tag van, mint ahany részhalmaza van a tulajdon-
sagoknak, az elGjel pedig attol fligg, hogy paros vagy péaratlan sok tulajdonséig tel-
jesiilését koveteljiik meg.

Bizonyitsuk be ezt az Osszefiiggést! A tulajdonsagok szamaéra, k-ra vonatkozo
teljes indukciot alkalmazunk. A formula k = 1-re trividlis. Az indukcios 1épés alapjan
k — 1 tulajdonsagra:

N(Gl/, ce ,kal,) =N — N(al) — ... N(ak,1)+
+N(a1,a2) 4+ ...+ N(ak_g,ak_l) +... + (—1)k_1N((l1, ey ak_l).

Alkalmazzuk ezt azokra az objektumokra, melyek rendelkeznek az a;, tulajdonsiggal
(szamuk tehat N (ag)):

N(ay,...ax_1',a;) = N(ay) — N(ai,ar) — N(ag,ar) — ... — N(ap_1,a,)+
+N(ay,ag,a) + ...+ N(ag_2, ar—1,a;) £ ... + (=) 'N(ay, ..., ap).

Kivonva két utobbi sszefliggésiinket a bal oldalon éppen N(aq/, ..., a;’)-t kap-
juk, a jobb oldalon pedig pont a szita-formuldban szerepld kifejezést.



Most pedig lassunk egy egyszerd modot arra, hogy hogyan memorizalhatjuk a
szita-formulat!
N@v...2y)=N1-a)(1-0)...(1-2),

ahol ezt a kifejezést gy kell érteni, hogy végezziik el a jobb oldalon a beszorzasokat,
majd ha pl. egy Nbc tagot latunk, akkor irjunk helyette N (b, c)-t.



A szita-formulara a kovetkezSképpen is gondolhatunk. Legyen H egy alaphalmaz,
Ay, ..., A ennek részhalmazai. Ekkor

[H\ (AU UA)| = [H[=) A+ Y JANAF. 4 (=D AinAan. . .NAl
i=1 i<ji,j=1

Természetesen ez azonos az el6zével, legyen egyszertien A; az a; tulajdonsaggal
rendelkezd objektumok halmaza. Megforditva pedig legyen a; az a tulajdonséag, hogy
egy elem az A; halmazban van-e.

Adjunk ebben a megfogalmazasban egy masodik direkt bizonyitast a szita-
formulara. Nézziik meg, hogy H egyes elemeit hédnyszor veszi tekintetbe a bal illetve
a jobb oldal. Ha az x € H elem nincs benne A;U...UAg-ban, akkor a bal oldalon és a
jobbon egyarant 1-szer vessziik tekintetbe. Ha x az A;-k kozil éppen A;,, ... A; -ben
van benne (k > s > 1), a tobbiben nem, akkor a jobb oldalon ennyiszer szamoltuk:

1— s+ (;) - (;) i...+(—1)8:g(—1)i(‘;>,

ami a binomialis tétel miatt egyenls (1 — 1)° = 0-val, ahanyszor szamolnunk kell a
bal oldalon.

Erdemes megjegyezni, hogy a szita-formula tulajdonképpen a ,,Dobjuk ki a rosszat!”
otlet altalanositasa. Minden olyan esetben, amikor a ,Dobjuk ki a rosszat!” otletet
alkalmazzuk, valojaban a szita-formulat hasznéljuk £ = 1-re. Hogyan vehetjiik észre,
hogy nem a k = 1 esettel allunk szemben? Altalaban azt konnyt észrevenni, hogy
vannak tébbszorosen rossz elemek (sorrendek, kivalasztasok, stb.), azonban fontos
hogy az A; halmazok nem az i-szeresen rossz elemeket szamoljak. Azért vannak
tObbszorosen rossz elemek, mert a rossz elemek tobbféleképpen lehetnek rosszak. Az
A; halmazok (vagy az a; tulajdonsagok) meghatarozasahoz ezeket kell meghatéroz-
nunk.

Néhany mintapélda:

1. Az osztdlynak 36 tanuldja van, ebbdl 20 fii. Jo vagy jeles tanulo 25, kézilik 14
fui. 24-en sportolnak, kozilik 16 fiu, és a sportolok kozott van 15 olyan tanulo,
aki 70 vagy jeles rendd. 10 olyan fii van, aki sportol is €s jo vagy jeles rendd.
Bizonyitsuk be, hogy minden nem sportolo lany 76 vagy jeles rendi.

A szita-formulédban legyen a; a "fiinak lenni", as a "jo vagy jeles rendd lenni",
as pedig a "sportolni" tulajdonsagot. A halmazos megfogalmazasban legyen
a H alaphalmaz az osztaly tanuloinak halmaza, A; a fiak, A, a jo vagy jeles
rendtek, A; pedig a sportolok halmaza. A szita-formula a nem sportold, nem
jo vagy jeles rendt lanyok szamara azt adja, hogy

36—-20—25—-244+14+164+15—-10=0,

ami pontosan azt jelenti, mint amit be kellett latnunk.
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2. Bizonyitsuk be, hogy

Al =n"—n-(n—1)"+ (Z)(n—z)n:F...+(—1)n(”)1n.

n

A bal oldal azt szamolja, hogy hanyféleképpen tudok n kiilonbozd targyat
kiosztani n embernek gy, hogy mindenki pontosan egyet kapjon. Fogalmazzuk
meg, hogy ebbdl a szempontbodl milyen kiosztasok rosszak: azok, amikor valaki
nem kap semmit. Sorszamozzuk meg az embereket 1-t6l n-ig, és legyen a; (a
rossz tulajdonsag) az, hogy az i-edik ember nem kap semmit. Ekkor az Gsszes
kiosztasok szama N = n", N(a;) = (n — 1)", N(a;,a;) = (n — 2)", és igy
tovabb. (Az, hogy a tobb rossz tulajdonsaggal rendelkezs kiosztésok szama
csak a rossz tulajdonsagok szamatol fiigg, batorit minket abban, hogy a szita-
formulat alkalmazzuk.) Igy a szita-formula felhasznalasaval éppen a jobb oldalt
kapjuk, mert az s + l-edik tag éppen az s rossz tulajdonsaggal (és esetleg
tovbbiakkal) rendelkezé kiosztasokat szamolja.

Igy a szita-formulat az alabbi lépésekben alkalmazzuk (valamilyen extra tulaj-
donsaggal rendelkezs esetek/dolgok/elrendezések) szamara:

1) Hatarozzuk meg az dsszes esetet (szamuk NV). Ehhez az extra tulajdonsagot
elhagyjuk.

2) Fogalmazzuk meg, hogy mik a rossz esetek. Ehhez az extra tulajdonsagot
tagadjuk.

3) Azonositsuk, hogy hanyféle rossz eset van, (a; tulajdonsagok illetve az A;
halmazok meghatarozéasa). Ez azt jelenti, hogy a tagadaskor t6bb tulajdonsag
van Osszekapcsolva a vagy miivelettel.

4) Hatéarozzuk meg az N(a;), N(a;,a;), illetve altalaban az N(a;,, a4y, . .. a;,)
elemszamokat, vagy halmazokkal az |A4;|, |[4; N A4;|, |4, N A, ... N A, elem-
szamokat. (Erdemes az s = 1,2 esetekkel kezdeni!)

5) Irjuk fel a szita-formulat.

Megjegyzések: Ha a 4) pontban a kapott elemszamok csak az s-t6l fliiggenek,
akkor a szitaformulat az

N(ay' .. a) = N — (’1“) N(ar) + (g)N(al,ag) .

vagyis az

k
k
N(al',...,ak’):N—Z(S>N(a1,...,as)
s=1

alakban is irhatjuk.

Még egy olyan jel van, ami azt mutatja, hogy jol kezdtiik el hasznélni a szita-
formulat (ez persze nem természeti torvény, hanem csak tapasztalati megfigye-
1és): ha az N-et, az N(a;)-ket, valamint az N(a;,, a;, ... a;,)-eket ugyanazzal
az Otlettel tudjuk kiszamitani (pl. ugyanarra a kombinatorikai alapfeladatra
vezet), akkor valoszinileg jol irtuk fel az A; halmazokat (a; tulajdonsigokat).
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3. Hdany fizpont-nélkili permutdcidja van n elemnek? Vagy kicsit szemléleteseb-
ben: hdnyféleképpen oszthatja ki egy ruhatdros n ember kabdtjat, ha senkinek
nem adja a sajdtjat?

1) A ruhatéaros Gsszesen n!-féleképpen oszthatja ki a kabatokat.

2) Meghatarozzuk a rossz kiosztasokat. Ezek azok, amikor valaki a sajat ka-
batjat kapta vissza,

3) Tehat annyiféle rossz eset van, ahany ember, azaz k = n. Sorszamozzuk az
embereket 1-t6l n-ig, és jeldlje a; azt az eseményt, hogy az i-edik ember a sajat
kabatjat kapta vissza.

4) Ekkor N(a;a;, ...a;,) = (n— )l

5) Tehat a keresett szam:

m—(fyn—nh+cgmfay¢”4_n%2>:

:w%—%+%i“+pwiy
4. Az n természetes szam esetén jelolje ¢(n) az n-nél kisebb, n-hez relativ prim
szdmok szamdt. Keressink képletet ¢p(n)-re!
Adjuk meg n primtényezés felbontasat: n = pi* - pg? - ... p%m.
1) Az Gsszes eset: a szamok 1-t8] n-ig,
2) Rossz eset: ha a szam nem relativ prim n-hez

3) Ez azt jelenti, hogy a szdm oszthato valamelyik p;-vel. Jelolje tehat a; azt
a tulajdonsagot, hogy egy szam oszthatod p-vel (természetesen az n-nél kisebb
természetes szamokra értve). Igy k = m.

4) Ekkor
n
N(ai Qi ... Aj ):7,
b * PirDis - - - Piy,
hiszen a ¢ = p;,pi, - - . pi,, jeloléssel, épp a q,2¢q,3q, ..., % - q szdmokra igaz ez.
5) Tehat a keresett képlet:
n o n n n
p(n)=n——— — — e ——— 4.+ FoooF (D=
P11 P2 Pr  DP1D2 Pr—1Pk Pip2 - - - Pk
1 1 1
=n(l—-—)1-——)...(1=——).
yai P2 Pk



