
HALMAZRENDSZEREKEbben a témakörben az alábbi tíusú kérdésekkel foglalkozunk. Legyen V =
{1, 2, . . . , n} egy alaphalmaznak, F = {C1, . . . , Cm} ennek bizonyos részhalmazai.Ha hangsúlyozni akarjuk, hogy V az alaphalmaz, akkor V feletti halmnazrendszer-r®l fogunk beszélni. V -re gondolhatunk úgy, mint egy város lakóira, a Ci halmazokpedig klubok. Az önkormányzat szabályokat hoz a klubok alakítására (például egyikklub sem lehet részhalmaza a másiknak; a klubok k elem¶ek és bármelyik kett®nekkell legyen közös eleme, stb.). A kérdés az, hogy a szabályoknak megfelel®en leg-feljebb hány klub hozható létre. Ha ezt a kérdést sikerül megválaszolnunk, akkorérdemes megnézni, hogy a kapott fels® beslés éles-e, melyek azok az F-ek, ame-lyek elemszáma maximális. Láthatjuk tehát, hogy a kérdésfelvetés a Turán tételhezhasonló, a különbség (a szabályokon kívül) abban van, hogy V bizonyos kételem¶részhalmazai (élek) helyett V részhalmazait tekintjük. Ezen kapsolat miatt a V fe-letti halmazrendszereket szokták hipergráfoknak is nevezni. Az egyik els® eredményebben a kérdéskörben Sperner tétele.De�níió. Az F = {C1, . . . , Cm} halmazrendszer Sperner-rendszer, ha egyik Ci semrésze másiknak. Formálisan: Ci 6⊆ Cj, ha i 6= j.Sperner tétele. Ha F = {C1, . . . , Cm} Sperner-rendszer egy n elem¶ halmaz felett,akkor m ≤

(

n
[n/2]

).Bizonyítás. (Erre az ötletre �permutáiós módszer� néven hivatkozunk majd.) Abizonyítás eleje egy önmagában is érdekes egyenl®tlenség Sperner-rendszerekre, ame-lyet LYM-egyenl®tlenségnek szoktak nevezni (bár, mint Reski András szokta mon-dani, helyesebb lenne YBLM vagy a vi kedvéért YBL M-egyenl®tlenségnek hívni,ezt kés®bb indokoljuk majd).YBL M-egyenl®tlenség. Legyen F = {C1, . . . , Cm} Sperner-rendszer a V alaphal-mazon (azaz Ci ⊆ V ). Ekkor
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) ≤ 1.Bizonyítás. Tekintsük a V alaphalmaz olyan sorrendjeit (permutáióit), amelybenvalamely Ci elemei a sorrend legels® |Ci| elemét alkotják. Vegyük észre, hogy mindensorrendhez legfeljebb egy ilyen i tartozhat, hiszen ha kett® is lenne, akkor F tartal-mazna két olyan halmazt, amelyek közül az egyik része a másiknak. Egy rögzített
i-re olyan sorrend, amelyben Ci elemei vannak az els® helyeken, |Ci|!(n−|Ci|)! darabvan. Ha ezeket összeadjuk minden i-re, akkor minden sorrendet legfeljebb egyszerkapunk meg, így
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|Ci|!(n − |Ci|)! ≤ n!,amib®l az YBL M-egyenl®tlenség átrendezéssel adódik. �Az YBL M-egyenl®tlenségb®l viszont azonnal következik a Sperner-tétel. Mivela binomiális együtthatók közül a középs®(k) a legnagyobb(ak), ez azt jelenti, hogy
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). �Kiegészítés a Sperner tételhez. Ha egy n elem¶ V feletti F Sperner-rendszerre
m =

(

n
[n/2]

), akkor az n páros esetben F az összes n/2 elem¶ részhalmazból áll. Ha
n páratlan, akkor F vagy az összes (n− 1)/2 elem¶, vagy az összes (n + 1)/2 elem¶részhalmazból kell álljon.Kiegészítés az YBLM-egyenl®tlenséghez.∗∗ Ha egy V feletti F Sperner-rendszerreegyenl®ség teljesül az YBL M-egyenl®tlenségben, akkor valamely 0 ≤ k ≤ n-re F a
V összes k elem¶ részhalmazából kell álljon. Ez magában foglalja azt a két triviálisesetet, amikor F = {∅} illetve F = {V } (k = 0 illetve k = n).Az YBL M egyenl®tlenséget el®ször komplikált módon Yamamoto bizonyította.A permutáiós módszer Lubell-t®l származik, Meshalkin pedig általánosította azeredményt. A �B� bet¶ Bollobás Bélára utal. Jegyezzünk meg, hogy az YBL Msorrend megegyezik az id®rendi sorrenddel. Bollobás tétele el®tt szükségünk van egyde�níióra.De�níió. Legyen V tetsz®leges alaphalmaz. Az A = {A1, . . . , Am} és B = {B1, . . . , Bm}halmazrendszereket keresztben metsz®nek nevezzük, ha Ai ∩ Bi = ∅, de i 6= j-re
Ai ∩ Bj 6= ∅.Bollobás tétele. Legyen A = {A1, . . . , Am} és B = {B1, . . . , Bm} keresztben metsz®halmazrendszerek. Ekkor
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) ≤ 1.Bizonyítás. A bizonyítás nem Bollobás eredeti bizonyítása, hanem (egymástól füg-getlenül) Katona Gyulától, Jaegert®l és Payantól származik. ötlete nagyon hasonlíta permutáió módszerre. Tekintsük a V alaphalmaz azon permutáióit (sorrendjeit),amelyben valamely i-re Ai minden eleme megel®zi Bi minden elemét. Egy adott sor-rendhez legfeljebb egy jó i indexet lehet találni. Ha ugyanis i és j is jó lenne, akkor
Ai ∩ Bj miatt az Ai elemei között lenne egy bj ∈ Bj elem, és ugyanígy a Bi ele-mei között lenne aj ∈ Aj elem. MivelAi minden eleme megel®zi Bi minden elemét,így bj megel®zi aj-t, ami viszont azt jelenti, hogy a j index nem lehet jó az adottsorrendhez. Rögzített i-re a jó sorrendek száma

Ji =
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n

|Ai| + |Bi|

)

· (|Ai|)!(|Bi|)! · (n − |Ai| − |Bi|)!,ahol a binomiális együtthatóval kiválasztjuk azt az |Ai|+ |Bi| helyet ahova Ai és Bielemei kerülnek, ezek közül az els® |Ai| helyre kell valamilyen sorrendben elhelyez-nünk Ai, utána Bi elemeit (ez magyarázza a két faktoriálist), végül az Ai ∪ Bi-benem tartozó elemeket kell elhelyezzük a fennmaradó helyekre tetsz®leges sorrendben.2



Ha a Ji-ket i = 1, . . . , m-re összeadjuk, akkor minden sorrendet legfeljebb egyszerveszünk tekintetbe, vagyis
m

∑

i=1

Ji ≤ n!.Egyszer¶sítés és rendezés után a tételbeli egyenl®tlenséget kapjuk. �Ha észrevesszük, hogy A = {A1, . . . , Am} akkor és sak akkor Sperner-rendszer,ha A és B = {V \ A1, . . . , V \ Am} keresztben metsz® halmazrendszerek, akkorláthatjuk, hogy Bollobás tételéb®l következik az YBL M egyenl®tlenség.Abban az esetben, amikor A elemei r, B elemei s elem¶ részhalmazai V -nek, aBollobás tételbeli egyenl®tlenség azt adja, hogy m ≤
(

r+s
r

), az alaphalmaz méretét®lfüggetlenül.A halmazrendszerekre vonatkozó extremális kérdések másik klasszikusa Erd®s�Ko�Rado tétele.Erd®s�Ko�Rado tétel.∗ Legyen V tetsz®leges n elem¶ alaphalmaz, k ≤ n/2 rög-zített természetes szám. Legyen C = {C1, . . . , Cm} olyan V feletti halmazrendszer,amelyre1) Ci 6= Cj (ha i 6= j),2) |Ci| = k minden i = 1, . . . , m-re,3) és Ci ∩ Cj 6= ∅, minden i 6= j-re.Ekkor
m ≤
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)

.Jegyezzük meg, hogy a beslés éles, ha rögzítünk egy v ∈ V elemet és C a v-ttartalmazó k-elem¶ részhalmazokból áll, akkor |C| =
(

n−1
k−1

).Ha az elemszámra vonatkozó 2) feltételt elhagyjuk, akkor m = 2n−1 halmazis megadható a feltételeknek megfelel®en (pl. vegyünk egy adott v ∈ V elemettartalmazó összes részhalmazt). Másrészt ennél több halmazt nem is tudunk meg-adni. Állítsuk párba a részhalmazokat, mindegyiket a komplementerével. Ilyen pár
2n/2 = 2n−1 van, és mindegyik párból sak az egyik részhalmaz lehet eleme C-nek.A további részben a Sperner tételhez f¶z¶nk néhány megjegyzést.A Sperner tétel visszavezetése párosításokra ∗∗.Miel®tt az els® bizonyításra rátérünk, idézzünk fel egy múlt félévi trükkös ska-tulyaelves feladatot: az 1, . . . 2n számok közül legfeljebb hányat választhatunk kiolymódon, hogy ne legyen közöttük kett® úgy, hogy a kisebbik osztja a nagyobbikat.A skatulyák legyenek a páratlan számok, és a 2k− 1-hez tartozó skatulyába kerülje-nek a (2k−1) · 2s alakú számok. Egy skatulyába nyilván nem kerülhet két szám, ígylegfeljebb n számot adhatunk meg. Másrészt az n + 1, . . . , 2n számok között ninskett®, hogy a kisebbik osztaná a nagyobbat.Ezt az ötletet alkalmazzuk a bizonyításban, az összes részhalmazokat páronkéntdiszjunkt lánokra bontjuk. Az A1 ⊂ A2 ⊂ . . . As halmazokat nevezzük lánnak. Abizonyításban ez a lán olyan lesz, hogy Ai+1 \Ai mindig egyetlen elemet tartalmaz.3



Bizonyítás párosításokkal. Készítsünk gráfot V részhalmazaiból a következ®kép-pen: a súsok szinteken helyezkednek el, n+1 szint van, sorszámuk 0-tól n-ig megy.Az i-edik szinten (

n
i

) sús van, melyek V i-elem¶ részhalmazainak felelnek meg.Élek sak az i-edik és az i + 1-edik szint súsai között mennek, az A és a B közöttakkor megy él, ha |A| = i, |B| = i + 1 és A ⊂ B. Ebben a gráfban olyan diszjunktutakat keresünk majd, amelyek lánok (lásd a biz.-t megel®z® megjegyzést). Eze-ket az utakat nem egyenként építjük, hanem egyszerre minden utat továbbépítünkaz i-edik és az (i + 1)-edik szint között. Az i-edik és az (i + 1)-edik szint közöttolyan párosítást keresünk, amely az i-edik szint minden súsát fedi (ezt i < n/2-retesszük meg). E két szint között egy páros gráfot látunk, amelyben minden az i-edikszinten (�alsó�) lev® sús foka (n − i) (hiszen egy i-elem¶ részhalmazhoz ennyifér-leképpen vehetünk hozzá egy elemet), minden az (i + 1)-edik szinten (�fels®�) lev®sús foka i + 1 (hiszen egy i + 1 elem¶ részhalmazból ennyiféleképpen hagyhatunkel egy elemet). Egy ilyen gráfban létezik a kevesebb súsú osztályt fed® párosítás(ld. az els® ZH egyik feladatát!). Ehhez ellen®riznünk kell a Hall-feltétel teljesülését.Legyen X az alsó szint súsainak egy részhalmaza, Y pedig azon fels® súsok hal-maza, amelyek X valamely pontjával össze vannak kötve. Tekintsük sak az X ∪ Yáltal feszített H részgráfot. Ekkor az X és Y között men® (H-beli) élek száma pon-tosan |X| · (n − i) (alulról felfelé számolva). Másrészt Y minden pontjának foka
H-ban legfeljebb i + 1, így az élek száma H-ban legfeljebb |Y | · (i + 1). Ebb®l az
|X|(n − i) ≤ |Y |(i + 1) egyenl®tlenséget kapjuk, amib®l valóban |Y | ≥ |X| jön, te-kintettel arra, hogy i < n/2 miatt n− i ≥ i + 1. Így egészen a középs® szintig (vagyszintekig) építhetjük az utakat. Ezután feje tetejére állítva a gráfot fordítva sinál-hatjuk ugyanezt. Az eljárással a gráfot diszjunkt utakra bontottuk, ahol minden úttartalmaz a középs® szint(ek)r®l legalább egy pontot (az utak legtöbbje a középs®szint egy pontjából áll, ha n páros; egyetlen élt tartalmaz a két középs® szint között,ha n páratlan). Így az utak száma megegyezik a középs® szint(ek) sússzámával,vagyis (

n
[n/2]

)-vel. Mivel F minden útból (ami a halmazos megfogalmazásban lán)legfeljebb egy pontot tartalmazhat, így valóban m ≤
(

n
[n/2]

). �A bizonyítás kulsa az volt, hogy az i-edik és az (i + 1)-edik szint között vanaz i-edik szintet fed® párosítás (ha i < n/2). Ezt ��ktív pontok� bevezetésével isláthatjuk: vegyünk az i-edik szinthez (

n
i+1

)

−
(

n
i

) �ktív pontot és kössük össze ezeketa (i+1)-edik szint súsaival úgy, hogy (n−i)-reguláris páros gráfot kapjunk. Ebbenvan teljes párosítás, amelynek a �ktív pontokat nem használó része az eredeti gráfbanegy az i-edik szintet fed® párosítás.A két bizonyításból összerakható, hogy mikor érhet® el az egyenl®ség. A permu-táiós bizonyításból következik, hogy minden Ci-nek [n/2] elem¶nek kell lennie. Apárosításos bizonyításból viszont kiolvasható, hogy ha n páratlan, akkor nem lehet�vegyesen� venni az (n− 1)/2 és az (n + 1)/2 elem¶ részhalmazokat. (Ez nem magá-tól értet®d®, de meggondolható.) Tehát az n páratlan esetben pontosan két esetbenfordulhat el® egyenl®ség, ha az összes (n − 1)/2 elem¶, vagy ha az összes (n + 1)/2elem¶ részhalmaz alkotja F-et. Ez volt a fenti kiegészítés a Sperner tételhez.
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