HALMAZRENDSZEREK

Ebben a témakorben az alabbi tiust kérdésekkel foglalkozunk. Legyen V =
{1,2,...,n} egy alaphalmaznak, F = {C,...,C,,} ennek bizonyos részhalmazai.
Ha hangsilyozni akarjuk, hogy V' az alaphalmaz, akkor V' feletti halmnazrendszer-
r6l fogunk beszélni. V-re gondolhatunk tgy, mint egy véaros lakéira, a C; halmazok
pedig klubok. Az énkormanyzat szabalyokat hoz a klubok alakitasara (példaul egyik
klub sem lehet részhalmaza a masiknak; a klubok & elemtiek és barmelyik kettének
kell legyen kozos eleme, sth.). A kérdés az, hogy a szabalyoknak megfelelGen leg-
feljebb hany klub hozhato 1étre. Ha ezt a kérdést sikeriil megvalaszolnunk, akkor
érdemes megnézni, hogy a kapott fels§ becslés éles-e, melyek azok az F-ek, ame-
lyek elemszdma maximalis. Lathatjuk tehat, hogy a kérdésfelvetés a Turan tételhez
hasonlo, a kiilonbség (a szabalyokon kiviil) abban van, hogy V' bizonyos kételemti
részhalmazai (élek) helyett V' részhalmazait tekintjiik. Ezen kapcsolat miatt a V' fe-
letti halmazrendszereket szoktak hipergrafoknak is nevezni. Az egyik els§ eredmény
ebben a kérdéskorben Sperner tétele.

Definicié. Az F = {C1, ..., C,,} halmazrendszer Sperner-rendszer, ha egyik C; sem
része masiknak. Formalisan: C; € C;, ha i # j.
Sperner tétele. Ha F = {C4,...,C,,} Sperner-rendszer eqy n elemi halmaz felett,

akkor m < ([nT/L2})'

Bizonyitas. (Erre az Otletre ,permutaciés modszer” néven hivatkozunk majd.) A
bizonyitas eleje egy 6nmagaban is érdekes egyenl6tlenség Sperner-rendszerekre, ame-
lyet LYM-egyenlStlenségnek szoktak nevezni (bar, mint Recski Andras szokta mon-
dani, helyesebb lenne YBLM vagy a vicc kedvéért YBL M-egyenl6tlenségnek hivni,
ezt kés6bb indokoljuk majd).

YBL M-egyenlétlenség. Legyen F = {C4,...,C,,} Sperner-rendszer a V alaphal-
mazon (azaz C; CV ). Ekkor

=1 (\gz\) B

Bizonyitas. Tekintsiik a V' alaphalmaz olyan sorrendjeit (permutécioit), amelyben
valamely C; elemei a sorrend legelss |C;| elemét alkotjak. Vegyiik észre, hogy minden
sorrendhez legfeljebb egy ilyen ¢ tartozhat, hiszen ha kettd is lenne, akkor & tartal-
mazna két olyan halmazt, amelyek koziil az egyik része a masiknak. Egy rogzitett
i-re olyan sorrend, amelyben C; elemei vannak az elsé helyeken, |C;|!(n—|C;|)! darab
van. Ha ezeket Osszeadjuk minden i¢-re, akkor minden sorrendet legfeljebb egyszer
kapunk meg, igy
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amibdl az YBL M-egyenl&tlenség dtrendezéssel adodik. L

Az YBL M-egyenl6tlenséghdl viszont azonnal kovetkezik a Sperner-tétel. Mivel
a binomidlis egyiitthatok koziil a kozépss(k) a legnagyobb(ak), ez azt jelenti, hogy



(‘g,‘) < ([n%]) teljesiil minden 4-re. Igy
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vagyis m < ([n72})' O

Kiegészités a Sperner tételhez. Ha egy n elemd V feletti F Sperner-rendszerre
m = ([nr/zz]), akkor az n pdros esetben F az dsszes n/2 elemd részhalmazbdl dll. Ha
n pdratlan, akkor F vagy az dsszes (n — 1)/2 elemi, vagy az dsszes (n+1)/2 elemi
részhalmazbol kell dlljon.

Kiegészités az YBL M-egyenlStlenséghez.” Ha eqy V' feletti F Sperner-rendszerre
egyenldséqg teljesil az YBL M-eqyenldtlenségben, akkor valamely 0 < k < n-re &F a
V' édsszes k elemil részhalmazdbol kell dlljon. Ez magdban foglalja azt a két trividlis
esetet, amikor F = {0} illetve F = {V} (k =0 illetve k = n).

Az YBL M egyenl6tlenséget elGszor komplikalt moédon Yamamoto bizonyitotta.
A permutaciés modszer Lubell-t6l szarmazik, Meshalkin pedig altalanositotta az
eredményt. A | B” betii Bollobas Bélara utal. Jegyezziink meg, hogy az YBL M
sorrend megegyezik az id6rendi sorrenddel. Bollobas tétele elGtt sziikségiink van egy
definiciora.

Definici6. Legyen V tetszéleges alaphalmaz. Az A = {Aq,..., An}ésB ={By,...,Bn}
halmazrendszereket keresztben metszének nevezziik, ha A, N B; = 0, de i # j-re
A;NB; #0.

Bollobas tétele. Legyen A = {Ay, ..., Ay} ésB ={By,..., By} keresztben metszd
halmazrendszerek. Ekkor

m

1
— < 1.

; (‘AiH’i“Bi‘)

Bizonyitas. A bizonyitas nem Bollobas eredeti bizonyitasa, hanem (egyméstol fiig-
getleniil) Katona Gyulatol, Jaegertdl és Payantol szarmazik. 6tlete nagyon hasonlit
a permutéacié modszerre. Tekintsiik a V' alaphalmaz azon permutéacioit (sorrendjeit),
amelyben valamely i-re A; minden eleme megel6zi B; minden elemét. Egy adott sor-
rendhez legfeljebb egy j6 7 indexet lehet taldlni. Ha ugyanis ¢ és j is jo lenne, akkor
A; N B; miatt az A; elemei kézott lenne egy b; € B; elem, és ugyanigy a B, ele-
mei kozott lenne a; € A; elem. MivelA; minden eleme megel6zi B; minden elemét,
igy b; megel6zi a;-t, ami viszont azt jelenti, hogy a j index nem lehet j6 az adott
sorrendhez. Rogzitett i-re a j6 sorrendek szama
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ahol a binomialis egyiitthatoval kivalasztjuk azt az |A;| + | B;| helyet ahova A; és B;

elemei keriilnek, ezek koziil az elsG |A;| helyre kell valamilyen sorrendben elhelyez-

niink A;, utdna B; elemeit (ez magyarazza a két faktorialist), végiil az A; U B;-be

nem tartozo elemeket kell elhelyezziik a fennmarado helyekre tetszéleges sorrendben.
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Ha a Ji-ket ¢ = 1,...,m-re 0sszeadjuk, akkor minden sorrendet legfeljebb egyszer
vesziink tekintetbe, vagyis

m
i=1

Egyszertisités és rendezés utan a tételbeli egyenl6tlenséget kapjuk. [

Ha észrevessziik, hogy A = {A;,..., A} akkor és csak akkor Sperner-rendszer,
ha A és B = {V \ Ay,...,V \ A,} keresztben metsz6 halmazrendszerek, akkor
lathatjuk, hogy Bollobas tételébsl kovetkezik az YBL M egyenlGtlenség.

Abban az esetben, amikor A elemei r, B elemei s elemii részhalmazai V-nek, a
Bollobas tételbeli egyenlStlenség azt adja, hogy m < (r‘:s), az alaphalmaz méretétsl
fiiggetleniil.

A halmazrendszerekre vonatkozo extremalis kérdések masik klasszikusa Erdés—
Ko—Rado tétele.

Erdds—Ko—Rado tétel.* Legyen V tetszéleges n elemt alaphalmaz, k < n/2 rog-

zitett természetes szam. Legyen C = {C,...,C,,} olyan V feletti halmazrendszer,
amelyre

1) Ci # Cy (hai # ),

2) |Ci] = k minden i =1,..., m-re,

3) és C;N C; # 0, minden i # j-re.

Ekkor

< (" 1
m< ( ' 1).

Jegyezziik meg, hogy a becslés éles, ha rogzitiink egy v € V elemet és € a v-t
tartalmazo k-elemi részhalmazokbol 4ll, akkor €| = (777).

Ha az elemszamra vonatkozo 2) feltételt elhagyjuk, akkor m = 277! halmaz
is megadhato a feltételeknek megfelelGen (pl. vegyiink egy adott v € V elemet
tartalmazo Osszes részhalmazt). Masrészt ennél tobb halmazt nem is tudunk meg-
adni. Allitsuk parba a részhalmazokat, mindegyiket a komplementerével. Ilyen par
2" /2 = 2"~1 van, és mindegyik parbol csak az egyik részhalmaz lehet eleme C-nek.

A tovabbi részben a Sperner tételhez fiiztink néhany megjegyzést.

A Sperner tétel visszavezetése parositasokra **.

Miel6tt az els6 bizonyitasra ratériink, idézziink fel egy muilt félévi triikkos ska-
tulyaelves feladatot: az 1,...2n szamok koziil legfeljebb hanyat valaszthatunk ki
olymoédon, hogy ne legyen kozottiik kettd tgy, hogy a kisebbik osztja a nagyobbikat.
A skatulyak legyenek a péaratlan szdmok, és a 2k — 1-hez tartozo6 skatulyéba keriilje-
nek a (2k —1) - 2® alaka szamok. Egy skatulyaba nyilvan nem keriilhet két szam, igy
legfeljebb n szdmot adhatunk meg. Masrészt az n + 1,...,2n szdmok kozott nincs
ketts, hogy a kisebbik osztana a nagyobbat.

Ezt az otletet alkalmazzuk a bizonyitasban, az Osszes részhalmazokat paronként
diszjunkt ldncokra bontjuk. Az A; C Ay C ... As halmazokat nevezziik lancnak. A
bizonyitasban ez a lanc olyan lesz, hogy A;1 \ A; mindig egyetlen elemet tartalmaz.



Bizonyitas parositasokkal. Készitsiink grafot V' részhalmazaibol a kovetkez&kép-
pen: a cstucsok szinteken helyezkednek el, n+ 1 szint van, sorszamuk 0-tol n-ig megy.
Az i-edik szinten (7) csucs van, melyek V' i-elemi részhalmazainak felelnek meg.
Elek csak az i-edik és az i + 1-edik szint cstcsai kozott mennek, az A és a B kozott
akkor megy él, ha |A| =4, |B| =i+ 1 és A C B. Ebben a grafban olyan diszjunkt
utakat keresiink majd, amelyek lancok (lasd a biz.-t megel6z6 megjegyzést). Eze-
ket az utakat nem egyenként épitjiik, hanem egyszerre minden utat tovabbépitiink
az i-edik és az (i + 1)-edik szint kozott. Az i-edik és az (i + 1)-edik szint kozott
olyan parositast keresiink, amely az i-edik szint minden cstucsat fedi (ezt i < n/2-re
tessziik meg). E két szint kozott egy paros grafot latunk, amelyben minden az i-edik
szinten (,also”) levs cstcs foka (n — i) (hiszen egy i-elemt részhalmazhoz ennyifér-
leképpen vehetiink hozza egy elemet), minden az (i + 1)-edik szinten (,felsg”) leve
csucs foka i + 1 (hiszen egy i + 1 elemii részhalmazhol ennyiféleképpen hagyhatunk
el egy elemet). Egy ilyen grafban létezik a kevesebb csucsu osztalyt fed6 péarosités
(1d. az els6 ZH egyik feladatat!). Ehhez ellendrizniink kell a Hall-feltétel teljestilését.
Legyen X az also szint cstcsainak egy részhalmaza, Y pedig azon felsé csticsok hal-
maza, amelyek X valamely pontjaval 6ssze vannak kotve. Tekintsiik csak az X UY
altal feszitett H részgrafot. Ekkor az X és Y kozott mend (H-beli) élek szama pon-
tosan |X| - (n — i) (alulrél felfelé szamolva). Masrészt Y minden pontjanak foka
H-ban legfeljebb i + 1, igy az élek szama H-ban legfeljebb |Y| - (i + 1). Ebbdl az
| X |(n —1i) < |Y|(i + 1) egyenlStlenséget kapjuk, amibél valoban |Y| > | X| jon, te-
kintettel arra, hogy i < n/2 miatt n —i >4+ 1. Igy egészen a kozépsé szintig (vagy
szintekig) épithetjiik az utakat. Ezutéan feje tetejére allitva a grafot forditva csinal-
hatjuk ugyanezt. Az eljarassal a grafot diszjunkt utakra bontottuk, ahol minden 1t
tartalmaz a kozépsd szint(ek)rdl legalabb egy pontot (az utak legtdbbje a kozépss
szint egy pontjabdl all, ha n paros; egyetlen élt tartalmaz a két kozépsd szint kozott,
ha n paratlan). Igy az utak szama megegyezik a kozépss szint(ek) csticsszaméaval,
vagyis ([n%])—vel. Mivel F minden uthol (ami a halmazos megfogalmazasban lanc)

legfeljebb egy pontot tartalmazhat, igy valoban m < ([n%]). O

A bizonyitas kulcsa az volt, hogy az i-edik és az (i + 1)-edik szint kézott van
az i-edik szintet feds parositas (ha i < n/2). Ezt fiktiv pontok” bevezetésével is
lathatjuk: vegyiink az i-edik szinthez (211) — (’Z) fiktiv pontot és kossiik dssze ezeket
a (i+ 1)-edik szint cstcsaival agy, hogy (n—1i)-reguléris paros grafot kapjunk. Ebben
van teljes parositas, amelynek a fiktiv pontokat nem hasznal6 része az eredeti grafban
egy az i-edik szintet fedd parositas.

A két bizonyitasbol 6sszerakhatd, hogy mikor érhets el az egyenl@ség. A permu-
tacios bizonyitasbol kovetkezik, hogy minden Cj-nek [n/2] elemtinek kell lennie. A
parositasos bizonyitasbol viszont kiolvashatd, hogy ha n paratlan, akkor nem lehet
,vegyesen” venni az (n —1)/2 és az (n+ 1)/2 elemii részhalmazokat. (Ez nem maga-
tol értetddd, de meggondolhatd.) Tehat az n paratlan esetben pontosan két esetben
fordulhat el6 egyenlGség, ha az Osszes (n — 1)/2 elemii, vagy ha az Gsszes (n + 1)/2
elemi részhalmaz alkotja F-et. Ez volt a fenti kiegészités a Sperner tételhez.



