Ramsey tétele(i) grafokra

Ramsey tétele két szinre. Minden k,l¢ > 2-re van olyan n, hogy egy legalabb n csicsu
eqyszert, graf éleit két szinnel szinezve vagy lesz k olyan csiucs, amelyek kozti minden él
piros, vagy lesz £ olyan csics, amelyek kézti minden él kék. Azazn — (k,f). Ha n; —
(k—1,¢) ésng — (k, 0 —1), akkor n1 + ne — (k,£).

Bizonyitas. Elég az allitds méodik részét bizonyitani, mert abbdl n 1étezése mar kovetke-
zik. Trividlis, hogy ¢ — (2,¢), és k — (k,2), barmely k, -re. A masodik részt hasznélva
ezekbOl tetszbleges k, f-hez eljuthatunk. (Formélisan ez egy teljes indukcié k + ¢, k, ¢ > 2
szerint. )

Tegytik fel tehat, hogy ny — (k —1,¢) és ny — (k,¢ — 1). Megmutatjuk, hogy ekkor
ny +ng — (k, ). Indirekte tegyiik fel, hogy az ny + ng csicsu grafban nincs se teljes piros
k-as, se teljes kék f-es.

Vegyiink ki egy P csucsot. Tekintsiik azokat a csicsokat, amelyek P-vel piros éllel
vannak Osszekotve. Ezek kozott a pontok kozott nem lehet k£ —1 olyan, amelyek paronként
piros éllel vannak 6sszekotve, mert akkor P-vel egyiitt teljes piros k-ast kapnank a grafban.
Persze ez a rész sem tartalmazhat tires f-est. fgy ez a rész legfeljebb ny — 1 pontot tar-
talmazhat. Teljesen hasonléan kapjuk, hogy a P-vel kék éllel 6sszekotott pontok szadma
legfeljebb ny — 1. fgy P-n kiviil legfeljebb ny + ny — 2 pont lehetne, marpedig a csiicsok
szama ny + ng volt. Ez ellentmondas, azaz valéban nqy +ng — (k, 0).

Mas megfogalmazas. Minden k,¢ > 2-re van olyan n, hogy egy legalabb n csicsi
eqyszerii G grafban vagy van k olyan pont, amelyek kozul barmely ketté ossze van kdétve,
vagy van ¢ olyan pont, amelyek kézil semelyik ketté nincs dsszekitve, azaz n — (k, /).

Valéban, a G éleit pirosra, komplementerének éleit kékre festve ez éppen az el6z6
tétel els6 része. A tételbeli rekurziébdl a trividlis £ — (2,4) és k — (k, 2) Osszefiiggéseket
hasznalva 6 — (3,3) jon (hisz n; = 3 — (3,2) és no = 3 — (2,3)). Ezt felhasznalva
6 — (3,3) és 4 — (4,2) miatt 10 — (4, 3), és igy folytathatnank tovabb. A gyakorlaton
ezt javitottuk 9 — (4, 3)-ra.

Felirva az el6z6 tételbol kozvetleniil kapott értékeket n-re, észrevehetjiik, hogy ezek a
Pascal-haromszog elemei. Ez magyarazza a kovetkezo allitast.

Allitas. Minden k, ¢ > 2-re
k+0—2
( E_ 1 ) — (k,0).

Bizonyitas. Abban az esetben, ha k = 2 vagy ¢ = 2, a binomidlis egytitthato k illetve ¢, az
allitas pedig trividlisan igaz, mint azt a korabbi tétel bizonyitdsanak elején megjegyeztiik.
Ezutan k + ¢ szerinti indukciét alkalmazva, az indukcios feltétel miatt feltehetjiik, hogy

E+¢-3 , (k+£-3
( k1 )—>(kz,€—1), és ( k9 )—>(kz—1,£).
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Az el6z6 tétel szerint akkor

kE+0—-3 k+¢—-3

de itt a nyil el6tt allgkifejezés a Pascal-haromszog képzési szabdlya miatt éppen

k+¢—2
k-1 )’
amit bizonyitani akartunk. ]

Megjegyzés. Abban az esetben, ha k£ = £, a (Qkk__ll) nagyon durvan nagysagrendl.

Természetes a kérdés, hogy a legkisebb olyan n, amelyre n — (k, k) legalabb mekkora
kell legyen. Errél Erdés P4l megmutatta, hogy n > 2¥/2. Ez magyarul azt jelenti, hogy
n < 2k/2 esetén van az n csucsu teljes graf éleinek olyan szinezése, amelynél nincs k
olyan pont, hogy a kozottiik levo élek mind egysziniiek lennének. Erdés bizonyitasa nem
konstruktiv, ilyen szinezés 1étezését mutatta meg, a szinezés nincs explicit médon megadva.
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Ramsey tétele sok szinre haromszogekre. Tegyiik fel, hogy n — (3,...,3) ésitt ¢t — 1
db 3-as szerepel. Ekkor t(n—1)42 — (3, ..., 3, 3), ahol a nyil jobboldalan ¢ db 3-as szerepel.

Bizonyitas. A N = t(n — 1) + 2 pontu grafban egy tetsz6legesen véalasztott p csicshoz
t(n—1)+1 élilleszkedik, amelyek ¢ szinnel vannak szinezve. Lesz tehat a skatulyaelv miatt
olyan szin, amelyre t6bb, mint n — 1 (azaz legaldbb n) p-bdl kiindulé €l lett szinezve. Ezen
élek végpontjai kozott, ha ugyanez a szin akar egyszer is el6fordul, akkor ebbdl a szinbdl
mar lesz haromszog. Ha nem, akkor ezen legaldbb n pont kozti élek csak ¢ — 1 szinnel
vannak szinezve, de akkor a feltétel (t.i. n — (3,...,3) és itt ¢ — 1 db 3-as van) szerint lesz
egyszinii haromszog.

Ennek alapjan itt is megadhaté konkrét becslés a Ramsey-szamra, de ennek bi-
zonyitasa kicsit nehezebb az el6zénél.

Allitas. 1+ |et!] — (3,...,3), ahol a jobboldalon ¢ darab 3-as &ll.
t szerinti indukciéval (¢ = 2 volt gyakorlaton, s6t t = 3-at is lattuk). Vegyilink ki egy p
cstcsot. Ezen p csicshoz |et!] él illeszkedik, melyek ¢ szinosztalyba vannak sorolva. Mivel

Let!J:LZ%J:Z%:Hti(t;‘l)!:1+tLe(t_1)!J,
j=0""  j=0""" j=0 '

ezen t szin egyike, mondjuk a piros legaldbb [e(t — 1)!| + 1 p-hez illeszked6 élt tartalmaz.
Ha ezen csticsok kozott van piros él, akkor azonnal talaltunk piros k-ast. Ha nincs piros
él, akkor ez a rész csak t — 1 szinnel lett megszinezve, amikor viszont az indukciés feltevés
miatt taldlunk benne egyszinii haromszoget. ]



Jegyezziik meg, hogy a t = 2,3 esetekben az el6z6 becslés visszaadja a 6 illetve a 17
értékeket, amelyek gyakorlaton szerepeltek.

Megjegyzés. Gyakorlaton volt, hogy 18 — (4,4). Megmutatjuk, hogy 17 /4 (4,4).
Ehhez meg kell adnunk egy 17 csticsu grafot, amelyben nincs se teljes 4 pontu részgraf, se
4 olyan pont, amelyek kozott nincs él. Legyenek a csicsok a modulo 17 maradékosztalyok
(azaz 0,...,16). Az i és j csicsot kosse Ossze él, ha i — j kvadratikus maradék modulo
17. Fizikailag ki lehet szamolni, hogy nincs négy olyan maradékosztaly, hogy barmely
kettd kiilonbsége kvadratikus maradék (vagy nem-maradék) legyen. Ezt megkonnyiti, ha
észrevessziik, hogy egy ilyen négyest el het tolni, és be lehet szorozni egy kvadratikus
maradékkal. Tehat feltehetd, hogy 0,1 a maradékosztélyaink kozott van. Innen viszont
tényleg szamolnunk kell.

Megjegyzés. Az el6z6hoz hasonléan az is igaz, hogy 16 4 (3,3,3). Ehhez megint egy
szinezést kell megadnunk. Legyen P az 5 hosszi kor, csucsait V(P)-vel, éleit E(P)-vel
jeloljik. Képzeljik a 16 csicsu graf csucshalmazat dgy, mint V(P) paros elemszamu
részhalmazainak halmazat. Ha A, B két ilyen részhalmaz, akkor legyen az { A, B} él piros,
ha AAB a P graf éle, kék, ha AAB a P komplementerének éle, végiil az {A, B} él legyen
z6ld, ha |AAB| = 4. Itt AAB az A és B halmazok szimmetrikus differencigjat jeloli.
Errol a szinezésrol megmutathatd, hogy egyik szinben sincs benne haromszog. Ehhez a
szimmetrikus differencia asszociativitasat kell felhasznalni.

Feladat. Igaz-e 8 — (4,3)?
A kovetkezo allitas a Ramsey tétel egy tipikus alkalmazasat mutatja be.

Tétel. (Schur) Ha az els6é n természetes szamot k osztalyba osztjuk, ahol n > ek!, akkor
az egyik osztaly tartalmaz harom olyan x,y, z szamot, amelyekre x 4+ y = 2.

Bizonyitas. Legyen {A1,..., Ar} az {1,2,...,n} széban forg6 particiéja. Tekintsiik azt
a teljes grafot, amelynek csicsai az {1,2...,n+ 1} elemei, és szinezziik az i és j csucsokat
0sszekoté élt a v szinnel, ha |i—j| € A;. Az el6z6 tétel miatt taldlunk harom olyan pontot,
1 < jJ < k-t ugy, hogy a kozottitk mené élek azonos szinliek. Ez viszont azt jelenti, hogy az
r=j—1,y=k—jés z=k—1ielemek ugyanazon A,-ben vannak és persze z =z + y. }

Feladat. Szinezziik ki k szinnel egy n elemii halmaz nemiires részhalmazait. Biz. be, hogy
ha n elég nagy (n > ek!), akkor van két diszjunkt nemiires részhalmaz, X és Y, amelyekre
X,Y és X UY szine azonos.



