
Többszörös összefügg®ségEgy gráfot összefügg®nek neveztünk, ha bármely két súsa között vezet út (vagyséta). Szemléletesen azt szeretnénk megfogni, hogy mikor sokszorosan összefügg® egygráf. Ha a gráfot egy város úthálózataként fogjuk fel, akkor vizsgálhatjuk azt, hogyhány somópont (vagy hány úszakasz, azaz gráf nyelven él) felújítása azaz lezárása(gráf nyelven kitörlése) esetén marad összefügg® a gráf. Egy másik lehet®ség annakmegfogalmazása lenne, hogy két tetsz®leges pont között hány lényegesen különbö-z® út van. Célunk ezen két lehet®ség preíz megfogalmazása, valamint kapsolatuktisztázása lesz.De�níió. A G gráfot k-szorosan (sús)összefügg®nek nevezzük, ha legalább k + 1súsa van, és akárhogy hagyunk el bel®le k-nál kevesebb súsot, a megmaradógráf összefügg® marad. Röviden azt mondjuk, hogy G k-öf. Azt a legnagyobb k-t, amelyre a gráf k-öf., a gráf (sús)összefügg®ségi számának hívjuk, és κ(G)-vel(kiolvasása: kapp) jelöljük.De�níió. A G gráfot k-szorosan élösszefügg®nek nevezzük, ha akárhogy hagyunkel bel®le k-nál kevesebb élt, a megmaradó gráf összefügg® marad. Röviden azt mond-juk, hogy G k-élöf. Azt a legnagyobb k-t, amelyre a gráf k-élöf., a gráf élösszefüg-g®ségi számának hívjuk, és κ′(G)-vel jelöljük.
k = 1-re mindkét fogalom a korábbi összefügg®séget jelenti. A K

r
teljes gráf

(r − 1)-öf. és (r − 1)-élöf. (Megjegyezzük, hogy lényegében itt használjuk a sús-összefügg®ségnél a súsok számára tett feltételt.) A κ(G) illetve κ′(G) paraméte-reket úgy is de�niálhatnánk, hogy legkevesebb ennyi sús ill. él törlésével szüntet-hetjük meg a gráf összefügg®ségét. Ebben az esetben is az egyetlen kivétel a teljesgráfok esete a súsösszefügg®ség esetén.Könnyen látható, hogy ha egy gráfban van d-edfokú sús, akkor a gráf legfeljebb
d-élöf., hiszen, ha ezen súsból kiinduló valamennyi élt töröljük, akkor a sús izoláltsús lesz a maradék gráfban. Más szóval, ha δ(G)-vel jelöljük a G gráfban el®fordulóminimális fokszámot, akkor κ′(G) ≤ δ(G). Itt általában nins egyenl®ség: gondoljunkkét K

r
teljes gráfra, amelyeket egy-egy súsuknál egy további él köt össze. Erre a

G-re κ′(G) = 1, hiszen a gráf összefügg®, de nem kétszeresen élöf., mert az összeköt®élt törölve két komponensre esik szét. (Érdemes meggondolni, hogy erre a gráfra
κ(G) is 1.)A κ(G) ≤ κ′(G) egyenl®tlenséget gyakorlaton közvetlenül is láttuk, de következikmajd a kétféle összefügg®ség-fogalom kapsolatáról szóló tételb®l is.A kétféle összefügg®ség-fogalom kapsolatának vizsgálatához alapvet® lesz Men-ger alábbi tétele. Azt mondjuk, hogy egy sús illetve él lefog egy utat, ha a súsailletve éle az útnak. A tételt nem bizonyítjuk.Menger tétele. Legyen s és t két sús a G gráfban. Az s-b®l t-be men® éldiszjunktutak maximális száma megegyezik az s b®l t be vezet® összes utat lefogó élek minimálisszámával.



Ha s és t nins éllel összekötve, akkor az s-b®l t-be vezet® közös bels® sús nélküliutak maximális száma megegyezik az s b®l t be vezet® összes utat (s és t felhasználásanélkül) lefogó súsok minimális számával. �Egy ilyen er®s minimax tétel mindig meglep®. Az nyilvánvaló, hogy a tételbeliminimum legalább annyi, mint a maximum, hiszen az éldiszjunkt (illetve közös bels®sús nélküli) utak mindegyikét egy-egy külön él illetve sús kell lefogja. Hasonlóvolt a helyzet a ν ≤ τ egyenl®tlenség esetén is, ott pl. mégsem kaptunk egyenl®séget(sak páros gráfokra). A Menger tétel erejét mutatja, hogy bel®le a páros gráfokravonatkozó ν = τ König tétel azonnal következik. Ha G = (A, B; E) a páros gráf és aés b két olyan új sús, hogy a-t A, b-t B minden súsával éllel összekötjük, akkoraz a és b közötti független utaknak pontosan egy éle lesz G-beli, így az ilyen utakmaximális száma ν. A lefogásukhoz meg sak G pontjait használhatjuk, így ezekszáma τ .Menger tétele segítségével megmutathatjuk, hogy a többszörös összefügg®ség két-féle megközelítése ugyanaz. Ehhez el®ször az alábbi lemmát látjuk be.Lemma. Ha a G = (V, E) gráf k-szorosan összefügg® (k ≥ 2), akkor a bel®le az eél törlésével kapott G − e gráf (k − 1)-szeresen összefügg®.Bizonyítás. Az (indirekt) bizonyítást lényegében elég a k = 2 esetre elmondani,abból az általános eset azonnal adódik. Tegyük fel, hogy G összefügg®, G − e nemösszefügg®, legyen K egy komponense (pontosabban annak súshalmaza), V \ Ka maradék. Mivel G összefügg®, ezért V \ K is az, mert K és V \ K között G-bensak az e él mehetett. Mivel G kétszeresen összefügg®, ezért |V | ≥ 3, tehát a Kés V \ K komponensek valamelyike legalább 2 pontú. Törölve e azon végpontját,amely a legalább két pontú komponensben van, olyan gráfot kapunk, amely nemlehet összefügg®. Tehát G nem lehetett kétszeresen összefügg®. �Tétel. A G gráf akkor és sak akkor k-szorosan összefügg®, ha legalább k +1 súsavan és bármely két súsa között létezik k db közös bels® sús nélküli út. Hasonlóan
G akkor és sak akkor k-szorosan élösszefügg®, ha bármely két súsa között létezik
k db éldiszjunkt út.Bizonyítás. El®ször az élösszefügg®ségre vonatkozó állítást bizonyítjuk. Ha G k-szorosan élöf. és u 6= v két sús, akkor az u → v utakat nem lehet k-nál kevesebbéllel lefogni, tehát a Menger tétel szerint van legalább k db éldiszjunkt u → v út.Megfordítva, ha bármely két sús között legalább k éldiszjunkt út van és törlünk
l < k db élt, akkor a maradék gráf biztosan összefügg® marad, hiszen bármely kétsúsa között az eredetileg meglev® k db útból sak l-et szüntethet meg az l db éltörlése.A súsösszefügg®ségre a bizonyítás szinte szó szerint ugyanez, azzal a különb-séggel, hogy külön kell válasszuk azt az esetet, amikor az u 6= v súsokat él kötiössze, és azt, mikor nem. Az els® esetben törölni kell az e = {u, v} élt (ami magá-ban egy u → v út), és a megmaradó gráfra alkalmazni a Menger tételes érvelést. Amegmaradó gráf a Lemma szerint (k−1)-szeresen öf., azaz találunk (k−1) db közösbels® sús nélküli u → v utat, ami az e éllel kiegészítve adja a k db kívánt utat. �2



Mivel a súsdiszjunkt utak egyben éldiszjunktak is, ebb®l a tételb®l következika κ ≤ κ′ egyenl®tlenség. Ezt a tételt is nevezhetjük Menger tételnek. Az alábbiegyszer¶ következményt is Menger látta be.Tétel. A G gráf akkor és sak akkor 2-szeresen összefügg®, ha bármely két pontjánát megy kör. Az is igaz, hogy itt �bármely két pontján� helyett �bármely két élén� ismondható (ami látszólag er®sebb).Bizonyítás.Az els® állítás az el®z® állítás más megfogalmazása, mert két közös bels®sús nélküli u → v út együtt egy kört ad. Az élekre vonatkozó állítás meg azértigaz, mert kétszeresen öf. gráf egy élét egyetlen súsal továbbosztva kétszeresenöf. gráfot kapunk, így a szóbanforgó e, f élekre egy-egy E, F súsot elhelyezve az
E-n és F -en átmen® kör az eredeti gráfban egy az e és f éleket tartalmazó kör volt.
� Ez az állítás sak részben vihet® át k-szorosan öf. gráfokra.Dira tétele. Ha k ≥ 2 és a G gráf k-szorosan öf., akkor bármely k súson vankör. �Ezt nem bizonyítjuk. A megfordítás nem igaz, gondoljunk a C

n
n súsú körre,ahol n ≥ k (és n > 3), hiszen a körök összefügg®ségi száma 2.
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