To6bbszoros 6sszefiiggdség

Egy grafot dsszefiiggdnek neveztiink, ha barmely két cstcsa kozott vezet at (vagy
séta). Szemléletesen azt szeretnénk megfogni, hogy mikor sokszorosan Gsszefiiggs egy
graf. Ha a grafot egy véaros uthélozataként fogjuk fel, akkor vizsgalhatjuk azt, hogy
hény csomopont (vagy hany tszakasz, azaz graf nyelven él) felujitasa azaz lezarasa
(graf nyelven kitorlése) esetén marad Osszefiiggs a graf. Egy méasik lehetGség annak
megfogalmazasa lenne, hogy két tetszGleges pont kozétt hany lényegesen kiilonbo-
76 1t van. Célunk ezen két lehetéség preciz megfogalmazasa, valamint kapcsolatuk
tisztazésa lesz.

Definicié. A G grafot k-szorosan (csiics)isszefiiggének nevezziik, ha legalabb k + 1
csicsa van, és akdrhogy hagyunk el bel6le k-nal kevesebb csticsot, a megmarado
graf Osszefiiggd marad. Roviden azt mondjuk, hogy G k-6f. Azt a legnagyobb k-
t, amelyre a graf k-6f., a graf (cstcs)osszefliggdségi szaméanak hivjuk, és k(G)-vel
(kiolvasasa: kapp) jeloljiik.

Definici6. A G grafot k-szorosan élosszefiigginek nevezziik, ha akarhogy hagyunk
el bel6le k-nal kevesebb élt, a megmaradé graf 6sszefiiggd marad. Roviden azt mond-
juk, hogy G k-él6f. Azt a legnagyobb k-t, amelyre a graf k-élof., a graf élosszefiig-
gGségi szamanak hivjuk, és k'(G)-vel jeloljiik.

k = 1-re mindkét fogalom a korabbi Osszefiiggiséget jelenti. A K, teljes graf
(r — 1)-6f. és (r — 1)-élof. (Megjegyezziik, hogy lényegében itt hasznaljuk a csucs-
Osszefliggdségneél a csicsok szamara tett feltételt.) A x(G) illetve /'(G) paraméte-
reket Ggy is definidlhatnénk, hogy legkevesebb ennyi cstcs ill. él torlésével sziintet-
hetjiik meg a graf Gsszefiiggségét. Ebben az esetben is az egyetlen kivétel a teljes
grafok esete a csiicsosszefiiggGség esetén.

Konnyen lathatd, hogy ha egy grafban van d-edfoku csics, akkor a graf legfeljebb
d-é16f., hiszen, ha ezen csticsbol kiindul6 valamennyi élt toroljiik, akkor a cstics izolalt
cstcs lesz a maradék grafban. Mas szoval, ha §(G)-vel jeldljitk a G grathban elforduld
minimalis fokszamot, akkor <'(G) < §(G). Itt altalaban nincs egyenlGség: gondoljunk
két K, teljes grafra, amelyeket egy-egy csticsuknal egy tovabbi él kot Ossze. Erre a
G-re £'(G) = 1, hiszen a graf 6sszefiiggs, de nem kétszeresen élof., mert az 6sszekots
élt torolve két komponensre esik szét. (Erdemes meggondolni, hogy erre a grafra
k(G) is 1.)

A k(G) < K/'(G) egyenl6tlenséget gyakorlaton kozvetleniil is lattuk, de kivetkezik
majd a kétféle osszefiiggség-fogalom kapcsolatardl szolo tételbdl is.

A kétféle osszefiiggGség-fogalom kapcsolatanak vizsgalatahoz alapvetd lesz Men-
ger alabbi tétele. Azt mondjuk, hogy egy csics illetve él lefog egy utat, ha a csicsa
illetve éle az utnak. A tételt nem bizonyitjuk.

Menger tétele. Legyen s és t két csics a G grifban. Az s-bdl t-be mend éldiszjunkt
utak mazimdlis szama megegyezik az s bolt be vezetd dsszes utat lefogo élek minimadlis
szamdaval.



Ha s ést nincs éllel osszekotve, akkor az s-bol t-be vezetd kozos belsd csiics nélkiili
utak mazimadlis szama megegyezik az s bolt be vezetd dsszes utat (s ést felhaszndldsa
nélkil) lefogo csicsok minimdlis szamdval. O

Egy ilyen erds minimax tétel mindig megleps. Az nyilvanvalo, hogy a tételbeli
minimum legalabb annyi, mint a maximum, hiszen az éldiszjunkt (illetve kdzos belss
csucs nélkiili) utak mindegyikét egy-egy kiilon él illetve csiics kell lefogja. Hasonlo
volt a helyzet a v < 7 egyenlGtlenség esetén is, ott pl. mégsem kaptunk egyenl&séget
(csak paros grafokra). A Menger tétel erejét mutatja, hogy belSle a paros grafokra
vonatkozd v = 7 Konig tétel azonnal kivetkezik. Ha G = (A, B; E) a paros graf és a
és b két olyan 1j cstcs, hogy a-t A, b-t B minden csucsaval éllel 6sszekotjiik, akkor
az a és b kozotti fliggetlen utaknak pontosan egy éle lesz G-beli, igy az ilyen utak
maximalis szdma v. A lefogasukhoz meg csak G pontjait hasznalhatjuk, igy ezek
szama 7.

Menger tétele segitségével megmutathatjuk, hogy a tobbszoros dsszefiiggség két-
féele megkozelitése ugyanaz. Ehhez elGszor az alabbi lemmat latjuk be.

Lemma. Ha a G = (V, E) grdf k-szorosan dsszefiiggé (k > 2), akkor a beldle az e
él torlésével kapott G — e grdf (k — 1)-szeresen dsszefiiggd.

Bizonyitas. Az (indirekt) bizonyitast lényegében elég a k = 2 esetre elmondani,
abbol az altalanos eset azonnal addodik. Tegyiik fel, hogy G 6sszefiiggs, G — e nem
Osszefiiggd, legyen K egy komponense (pontosabban annak csiicshalmaza), V' \ K
a maradék. Mivel G Osszefiiggs, ezért V \ K is az, mert K és V \ K kozott G-ben
csak az e él mehetett. Mivel G kétszeresen Osszefiiggs, ezért |V| > 3, tehat a K
és V' \ K komponensek valamelyike legalabb 2 pontu. Torélve e azon végpontjat,
amely a legalabb két pontii komponensben van, olyan grafot kapunk, amely nem
lehet Gsszefiiggs. Tehat G nem lehetett kétszeresen Osszefiiggs. [

Tétel. A G graf akkor és csak akkor k-szorosan 0sszefiiggd, ha legaldbb k+ 1 csicsa
van és barmely két csicsa kézott létezik k db kdzos belsd csics nélkili ut. Hasonloan
G akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd, ha barmely két csicsa kézitt létezik
k db éldiszjunkt it.

Bizonyitas. El6szor az élosszefiiggdségre vonatkozo allitést bizonyitjuk. Ha G k-
szorosan élof. és u # v két csics, akkor az u — v utakat nem lehet k-nal kevesebb
éllel lefogni, tehat a Menger tétel szerint van legalabb k db éldiszjunkt u — v 1t.
Megforditva, ha barmely két csics kozott legalabb £ éldiszjunkt Gt van és torliink
[ < k db élt, akkor a maradék graf biztosan Gsszefiiggé marad, hiszen barmely két
csicsa kozott az eredetileg meglevs k db uthol csak [-et sziintethet meg az [ db él
torlése.

A csucsosszefiiggGségre a bizonyitas szinte szo szerint ugyanez, azzal a kiilonb-
séggel, hogy kiilon kell valasszuk azt az esetet, amikor az u # v cstcsokat él koti
Ossze, és azt, mikor nem. Az elsG esetben tordlni kell az e = {u, v} élt (ami maga-
ban egy u — v 1t), és a megmarado grafra alkalmazni a Menger tételes érvelést. A
megmaradé graf a Lemma szerint (k — 1)-szeresen 6f., azaz talalunk (k—1) db kézos
belsd csiics nélkiili u — v utat, ami az e éllel kiegészitve adja a k db kivant utat. [J



Mivel a csticsdiszjunkt utak egyben éldiszjunktak is, ebbdl a tételbdl kivetkezik
a k < k' egyenl6tlenség. Ezt a tételt is nevezhetjiik Menger tételnek. Az alabbi
egyszert kovetkezményt is Menger latta be.

Tétel. A G graf akkor és csak akkor 2-szeresen dsszefiiggd, ha bdrmely két pontjan
at meqgy kor. Az is igaz, hogy itt ,barmely két pontjdn” helyett ,barmely két élén” is
mondhatd (ami ldtszolag erdsebb).

Bizonyitas. Az els§ allitas az el6z6 allitas mas megfogalmazasa, mert két kozos belsd
csucs nélkiili v — v 1t egyiitt egy kort ad. Az élekre vonatkozé allitas meg azért
igaz, mert kétszeresen of. graf egy élét egyetlen cstccsal tovabbosztva kétszeresen
of. grafot kapunk, igy a szobanforgo e, f élekre egy-egy FE, F' csiicsot elhelyezve az
E-n és F-en atmend kor az eredeti grafban egy az e és f éleket tartalmazo kor volt.
O

Ez az allitas csak részben vihetd at k-szorosan of. grafokra.

Dirac tétele. Ha k > 2 és a G grdf k-szorosan of., akkor barmely k csicson van
kor. O

Ezt nem bizonyitjuk. A megforditds nem igaz, gondoljunk a C), n csicsua korre,
ahol n > k (és n > 3), hiszen a korok osszefiigg@ségi szama 2.



