Folyamokkal kapcsolatos fogalmak

Ez a rovid emlékezteté csak azt foglalja 6ssze, hogy mik a legfontosabb fogalmak és
tételek, melyeket folyamokkal kapcsolatban tanultunk (kovetjik az ajanlott KRS jegyzet
jeloléseit).

Definiciék. G irdnyitott graf, s,t két kitlintetett csiicsa (termeld, ill. fogyasztd). Minden
e élhez hozzd van rendelve egy c(e) nemnegativ valés szdm, melyet az e él kapacitdsdnak
neveziink. (Ezt eddig hdldzatnak szoktak nevezni.)

Folyamnak egy f : E(G) — RT (azaz az élekhez nem-negativ valds szémot rendeld)
fliggvényt neveziink (tehdt RT a nemnegativ valés szamokat jeloli), ha

(1) f(e) < c(e) minden e € E(G) élre, és

(2) minden v # s,¢ pontra m(v) =3 _, ,y [(€) =2 ., f(e') =0.

Megmutathat6, hogy ilyenkor (a (2)-ben szereplé képlettel definidlt) m-re m(s) =
—m(t). Ezt a koz0s értéket a folyam értékének hivjuk, és ms-fel jeloljik. Egy e él telitett,
ha f(e) = c(e), kiilonben telitetlen.

Célunk maximalis értékii folyamot keresni.

A definiciék szemléletes tartalma: s-bdl t-be minél tobb folyadékot szeretnénk eljut-
tatni. Az élek a csovek, a kapacitas az, hogy egy csovon mennyi folyadék mehet at. A fenti
(2) tulajdonsdg azt jelenti, hogy minden csticsbdl annyi folyadék megy ki, mint amennyi
bejott (ez olyan, mint a Kirchhoff térvény). (1) azt jelenti, hogy egy cs6von a kapacitdsanél
nem lehet t&bb folyadékot atjuttatni. Az m(s) = —m(t) szemléletesen azt jelenti, hogy
amennyi folyadék kimegy s-bol, az meg is érkezik t-be.

Definicié. Javito utnak neveziink egy olyan s = vg,vq,...,Vr_1,0x = t utat, amelyben
a v; és v;41 kozott valamelyik irdnyban van él, és ha ez v;-t6l v;y1-be mutat (azaz e; =
(vi,vi+1)), akkor f(e;) < c(e;), vagyis az él telitetlen, mig ha az él forditott irdnyban
szerepel (azaz e; = (vi11,v;)), akkor f(e;) > 0. (Tehdt a javité it nem feltétlen irdnyitott
ut a hélézatban.)

Tétel. Egy f folyam értéke akkor és csak akkor maximalis, ha nincs javito Ut s-bdl t-be.

A tételt kicsit mas formaban is megfogalmazhatjuk. Ehhez sziikség van a vagas fo-
galmaéra.

Definicié. Legyen X a G csucsainak egy s-et tartalmazé része, melyre t € V — X.
Azon élek C' halmazat, amelyeknek egyik végpontja X-ben, mésik V — X-ben van, a
hélozat egy (s,t)-vdgdsdnak nevezziik. A wvdgds értéke (kapacitisa) (jele: ¢(C')) azon élek
kapacitasainak osszege, amelyek kezd6pontja X-ben, végpontja V' — X-ben van. Formalisan
c(C) =>"c(e), ahol az 6sszegzés azon e = (x,y) élekre megy, ahol x € X,y € V — X.

Szemléletesen egy vagas megfelel a pontok két részre osztasdnak (s az egyik t a masik
részben van), a vagas kapacitdsa pedig az a folyadékmennyiség, amely az s-et tartalmazo



részbdl a t-t tartalmazo részbe atmehet, ha minden a vagasban levo, s-tdl ¢ felé iranyitott
élt teljes kapacitassal hasznalunk, visszafelé pedig nem jon folyadék. Jegyezziik meg, hogy
az f folyamnak a definiciéban nincs szerepe. Ha nem a kapacitdsokat, hanem az f(e)
értékeket adnank Ossze (lgy értve, hogy a visszafelé mutat6 éleken f(e)-t negativ eldjellel
vessziik), akkor a folyam értékét, m¢-et kapjuk.

Tétel (Ford—Fulkerson) A maximaélis folyam értéke egyenl6 a minimélis vagés értékével
(kapacitdsaval), azaz max{m; : f folyam} = min{c(C) : C' vagas}.

Ha taldlunk olyan f folyamot és olyan C vagast, amelyre m; = ¢(C'), akkor biztosak
lehetiink abban, hogy a folyam maximalis.

A javit6 utakat ugy kerestiik, hogy definidltunk G-hez egy segédgréfot, és ebben keres-
tiink s-bol t-be vezetd iranyitott utat. Lattunk ré példat, hogy a javité utakat iigyetlentil
valasztva nagyon sok 1épés kellett a maximalis folyam megtalalasahoz. Ezen segit Edmonds
és Karp tétele, amely azt mondja, hogy ha mindig a legrovidebb javitd utat vessziik, akkor a
lépésszam a pontok szamanak polinomja lesz. Megjegyeztiik azt is, hogy ha a kapacitasok
egész szamok, akkor a maximaélis f folyam értéke, s6t van olyan maximalis folyam, amelyre
az f(e) értékek is egész szamok.



