Véges matematika 1/XII. normal gyakorlat
Mintazarthelyi a 2. anyagrészhez

1. A lap aljan jobbra lathato grafban a csicsok varosok (illetve egy az Eszaki—sark), az ¢lek pedig
legi folyosok. Igazoljuk, hogy a Mikulas az Eszaki-sarkrol indulva nem tudja agy kihordani az
ajandékokat a varosokba, hogy minden varosban pontosan egyszer jarjon, és munkaja végeztével
az utolso varosbol kozvetleniil hazarepiiljon.

Megoldas: Ha meg tudna tenni, az azt jelentené, hogy a grafban van Hamilton-kor; tehat a feladat
szerint meg kell mutatnunk, hogy nincs. Ezt a cstcstorlgs kritériummal tudjuk megtenni: Ha
lenne a grafban Hamilton-kor, akkor barmely k darab cstcs torlése esetén legfeljebb k darab
komponensre eshet szét. Szamozzuk a graf csticsait az éramutato jarasaval ellentétesen gy, hogy
az Eszaki-sark jobb oldali szomszédja legyen az 1., az Eszaki-sark a 2. stb.! A 3. és 6. sorszamu
cstcsok torlésével 3 db komponensre esik szét a graf, tehat nincs benne Hamilton-kor.

2. Egy egyszert grafnak egy hijdn minden fokszamat meg tudtam &allapitani, ezek az alabbiak:
1, 2,3, 4,5, 6, 7. Milehet a hiAnyz6 fokszam? (Ha egy értéket ki szeretnénk zarni, a Hakimi-
algoritmus elakadasat most nem szabad érvként hasznélni.)

Megoldds: Jelolje a hianyzo fokszamot X. A graf 8 csicsu és egyszert (nincs benne sem parhu-
zamos, sem hurokél), tehat X < 7. A paratlan csicsi fokszamok szama péaros kell, hogy legyen.
Mivel az eddig ismert fokszamok kozott négy darab pératlan van, ezért X paros. Tehat X szoba
jOhetd értékei 6,4,2,0. X = 6 esetén: A graf csicsait osszuk szét kis és nagy fokuakra a kdvetke-
z6képpen: legyenek a kis fokaak: 1,2, 3,4, nagy fokuak: 5,6,6,7. Ekkor a nagy foku csicsokbol
kiindul a kis fokuak felé legalabb 24 — 4 -3 = 12 él, de a kis fokuak legfeljebb 1 +2+4+3+4 = 10
élt tudnak befogadni; tehat nincs ilyen egyszerd graf. X = 2 és X = 0 esetén: A kettéosztasnal
legyenek mindkét esetben a nagy fokuak: 4,5,6, 7, kis foktak a tobbi. Ekkor a nagy fokd csticsok-
bol kiindul a kis fokaak felé legalabb 22 — 4 -3 = 10 él, de a kis foktiak X = 2 esetén legfeljebb
1+24243 =8¢&lt, X =0 esetén legfeljebb 1 + 2+ 3 = 6 élt tudnak befogadni; tehat nincsenek
ilyen egyszerd grafok. X = 4 lehetséges, pl. a Hakimi-algoritmus lefuttatasaval kaphatunk példéat.

3. a) Rajzold fol azt a fat, melynek Priifer-kodja 6,6, 8,4, 3, 3,0, 0.

b) Hany olyan szamozott fa van, melynek fokszamsorozata tiz darab egyesbdl és négy darab

négyesbdl all?

Otlet: b) A szamozott fik szama megegyezik a Priifer-kodok szamaval, tehat a keérdés tgy is

foltehetd, hogy hany Priifer-kdédot tudunk késziteni a fenti feltételekkel.

1, 2, 5, 6, 4, 7, 3, 8,
3, 3, 0, 0

Megoldds: a) A kod végére 0-t irva, majd visszafejtve kapjuk: 6 6 g 2
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A lerajzolast lasd kiilon fajlban (mintazh2 fa.pdf).

b) A feladat szerint a fanak 14 csicsa van, melyek koziil 10 levél, 4 pedig negyedfoka. A Priifer-
kodban minden cstics (fokszam—1)-szer szerepel, vagyis az ilyen fak Priifer-kodjaban négyféle
szam szerepel, mindegyik haromszor. (Innentél leszamlalas: kombinacio és ismétléses permutécio.)
Elgszor kivalasztjuk, hogy a 14 sorszam (cimke) koziil melyik 4 fog szerepelni, ezt (T)—féleképpen
tehetjiilk meg. Mind a négy sorszambol harom darab van, ezeket ——2— - féleképpen rakhatjuk

31.31-31:3]
sorba. Osszesitve (144) : (é?)!4 -féle Priifer-kodot tudunk késziteni, tehat ennyi, a feltételnek megfelels

szamozott fa van.



4. Legyen a G graf csicshalmaza {1,2,...,100}, és egy i és egy j cstics pontosan akkor legyen
osszekotve, ha |i — j| > 19. Mennyi x(G)?

Megoldds: Az {1,20,39,58,77,96} szamok Kg-ot alkotnak, tehat legalabb 6 szinre sziikségiink
lesz G jo szinezéséhez. Ennyi szin elég is: elGszor szinezziik ki az el6bbi Kg-ot: 1-et az 1. szinre,
20-at a 2. szinre, ..., 96-ot a 6. szinre. Ekkor {2,...,18} kaphatjak az 1. szint, hiszen itt (1-gyel
egylitt) minden kiilonbség kisebb, mint 19, azaz nem megy koztiik él. Hasonléan, {21,...,38}
szinezhetdk a 2. szinnel; {40,...,57} a 3. szinnel; ...; {97,...,100} a 6. szinnel. Tehat belattuk,
hogy 6 szin mindenképp kell, és mutattunk egy jo szinezést 6 szinnel, azaz x(G) = 6.

5. Mutasd meg, hogy barhogyan probaljuk lerajzolni a Kg-at a sikba, létrejon legalabb 10 élke-
resztezGdés!

Megoldas: Vegyiik Ky tetszGleges lerajzolasat. Vegyiik ennek egy lehets legtobb élt tartalmazo
sikbarajzolt részgrafjat! Ebben legfeljebb 3-8 —6 = 18 él van; és a definicioja miatt minden egyes
él, ami nincs ebben a részgrafban, keresztez legalabb egy olyan élt, ami benne van. Mivel legalabb
8-7/2—18 =10 ilyen él van, legalabb tiz élkeresztez6désnek lennie kell az adott lerajzolasban.

6. Legkevesebb hany 1j élt kell behiizni ahhoz a lap aljan, bal oldalon lathato grafba, hogy legyen
benne Euler-vonal? Mutassunk is példat megfelel6 élek behuzasara!

Megoldds: a) Két Osszefiiggéségi komponens van: az {A, B,C,D,1,J,0,P,Q, R} csicsok feszi-
tette Gsszefiiggbségi komponensben nyolc paratlan foku csiics van; a mésik komponensben csupa
paros fokszamiu. Csak két paratlan foku csiics maradhat és 6sszefiigg6vé kell tenni a grafot. Ha-
rom él nem elegendd, mert azokat csupa paratlan foku cstics kozé kellene htizni ahhoz, hogy hat

cstics fokanak is megvéltoztassak a paritasat, viszont akkor még nem lesz Osszefiiggs a graf; négy
él ellenben elegendd, pl. AB, PR, KC, QC.

7. A G egyszerd grafnak 100 csicsa van, és minden cstcs foka 55. Bizonyitsd be, hogy el lehet
hagyni G-bél 50 élt ugy, hogy a megmaradt grafban legyen zart Euler-vonal.

Megoldas: Mivel minden cstics fokszama 50-nél nagyobb, ezért a Dirac-tétel szerint van a gratban
Hamilton-kér. Vegyiink egy Hamilton-kért, és tordljiik ki minden masodik élét! Igy éppen 50 élt
hagytunk el. Ekkor minden csiics fokszama 1-gyel csokkent, 54 lett, azaz paros. Mivel tovabbra
is minden fokszam 50-nél nagyobb, ezért az 0j grafban is van Hamilton-kor, azaz az 0j graf is
Osszefiiggs. A kapott grafban tehat minden csiics fokszama paros, és Osszefiiggd, igy van benne
Euler-korvonal.

Eszaki—sark




